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STEP II 2019 Mark Scheme 

J 

1    𝑓’ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൅ ሺ𝑥 െ 𝑝ሻ𝑔’ሺ𝑥ሻ  

Tangent passes through ሺ𝑎, ሺ𝑎 െ 𝑝ሻ𝑔ሺ𝑎ሻሻ 
Equation of tangent is 

𝑦 ൌ ൫𝑔ሺ𝑎ሻ ൅ ሺ𝑎 െ 𝑝ሻ𝑔’ሺ𝑎ሻ൯ሺ𝑥 െ 𝑎ሻ ൅ ሺ𝑎 െ 𝑝ሻ𝑔ሺ𝑎ሻ  
(or equivalent equation) 

Substitution of 𝑥 ൌ 𝑝 into equation of tangent 
𝑦 ൌ െሺ𝑎 െ 𝑝ሻଶ𝑔′ሺ𝑎ሻ 

Verification that if 𝑔ᇱሺ𝑎ሻ ൌ 0, then 𝑦 ൌ 0 
If 𝑦 ൌ 0 then 𝑔ᇱሺ𝑎ሻ ൌ 0 because 𝑎 ് 𝑝 

M1 

M1 
A1 

E1 

E1 
E1 (AG) 
(6 marks) 

(i)    𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐴ሺ𝑥 െ 𝑞ሻሺ𝑥 െ 𝑟ሻ identified 
𝑔ᇱሺ𝑎ሻ ൌ 0 ⇒ 2𝑎 ൌ 𝑟 ൅ 𝑞 (legitimately obtained) 

Gradient of tangent is 
𝑔ሺ𝑎ሻ ൅ ሺ𝑎 െ 𝑝ሻ𝑔’ሺ𝑎ሻ  
ൌ 𝐴ሺ𝑎 െ 𝑞ሻሺ𝑎 െ 𝑟ሻ  
ൌ െଵ

ସ
𝐴ሺ𝑟 െ 𝑞ሻଶ  

M1 
A1 (AG) 

M1  
A1 
(4 marks) 

(ii)    By symmetry, the gradient of the second tangent is 

െ
ଵ

ସ
𝐴ሺ𝑝 െ 𝑞ሻଶ (can be implied) 

Parallel iff 
ሺ𝑝 െ 𝑞ሻଶ ൌ ሺ𝑞 െ 𝑟ሻଶ  
⇔ 𝑞 െ 𝑝 ൌ 𝑟 െ 𝑞  
since 𝑝 ൏ 𝑞 ൏ 𝑟. 

Tangent at 𝑥 ൌ 𝑞, 
𝑦 ൌ 𝐴ሺ𝑞 െ 𝑝ሻሺ𝑞 െ 𝑟ሻሺ𝑥 െ 𝑞ሻ, 
Meets curve again when  
ሺ𝑞 െ 𝑝ሻሺ𝑞 െ 𝑟ሻሺ𝑥 െ 𝑞ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 𝑝ሻሺ𝑥 െ 𝑟ሻሺ𝑥 െ 𝑞ሻ  
⇔ ሺ𝑞 െ 𝑝ሻሺ𝑞 െ 𝑟ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 𝑝ሻሺ𝑥 െ 𝑟ሻ since 𝑥 ് 𝑞  
(cancellation must be justified for M1, can be awarded if used 
correctly on ሺ𝑥 െ 𝑞ሻଶሺ𝑥 െ 𝑝 െ 𝑟 ൅ 𝑞ሻ later)  

⇔ ሺ𝑥 െ 𝑞ሻሺ𝑥 െ 𝑝 െ 𝑟 ൅ 𝑞ሻ ൌ 0  
⇔ 𝑥 ൌ 𝑝 ൅ 𝑟 െ 𝑞 or 𝑥 ൌ 𝑞  

Therefore there is only one point of intersection between the tangent 
and the curve if and only if 𝑝 ൅ 𝑟 െ 𝑞 ൌ 𝑞, which is if and only if the 
tangents are parallel. 
One E mark for each direction. 

B1 

M1 
A1 
E1 

M1 

M1 

M1 
A1 

E1 
E1 (AG) 
(10 marks) 
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2    Sketch with areas 

׬ 𝑓ሺ𝑡ሻ 𝑑𝑡
௫
଴ ׬, 𝑓ିଵሺ𝑦ሻ 𝑑𝑦

௙ሺ௫ሻ
଴  and rectangle 

correctly identified.  (One mark any one) 

G1 G1 

(2 marks) 

(i)    𝑔ሺ0ሻሺ𝑔ሺ0ሻଶ ൅ 1ሻ ൌ 0 factorised 
𝑔ሺ0ሻ real so 𝑔ሺ0ሻ ൌ 0 (must be justified) 

1 ൌ ሺ3𝑔ሺ𝑡ሻଶ ൅ 1ሻ𝑔′ሺ𝑡ሻ  
ሺ3𝑔ሺ𝑡ሻଶ ൅ 1ሻ ൐ 0 so 𝑔ᇱሺ𝑡ሻ ൐ 0 

𝑔ሺ2ሻଷ ൅ 𝑔ሺ2ሻ െ 2 ൌ 0  
ሺ𝑔ሺ2ሻ െ 1ሻሺ𝑔ሺ2ሻଶ ൅ 𝑔ሺ2ሻ ൅ 2ሻ ൌ 0  
Δ ൌ െ7 ൏ 0 so 𝑔ሺ2ሻ ൌ 1 or g(2)>0 justified 

𝑔ିଵሺ𝑠ሻ ൌ 𝑠ଷ ൅ 𝑠  

׬ 𝑔ሺ𝑡ሻ𝑑𝑡
ଶ
଴ ൌ 2𝑔ሺ2ሻ െ ׬ 𝑔ିଵሺ𝑠ሻ𝑑𝑠

௚ሺଶሻ
଴   

ൌ
ହ

ସ
  

M1 
A1 (AG) 

M1 
A1 (AG) 

M1 
A1 

B1 
M1 
A1 

(9 marks) 

(ii)    ℎሺ𝑡ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑡 ൅ 2ሻ  
so ℎሺ0ሻ ൌ 𝑔ሺ2ሻ ൌ 1 and ℎᇱሺ𝑡ሻ ൐ 0 

ሺℎሺ8ሻ െ 2ሻሺℎሺ8ሻଶ ൅ 2ℎሺ8ሻ ൅ 5ሻ ൌ 0  
ℎሺ8ሻ ൌ 2 correctly justified 

ℎିଵሺ𝑠ሻ ൌ 𝑠ଷ ൅ 𝑠 െ 2  

׬ ℎሺ𝑡ሻ𝑑𝑡
଼
଴ ൅ ׬ ℎିଵሺ𝑠ሻ𝑑𝑠

௛ሺ଼ሻ
௛ሺ଴ሻ ൌ 16 (or similar correct equation)  

׬ ℎሺ𝑡ሻ𝑑𝑡
଼
଴ ൌ 16 െ ׬ ሺ𝑠ଷ ൅ 𝑠 െ 2ሻ𝑑𝑠

ଶ
ଵ   

ൌ 16 െ ሾ
௦ర

ସ
൅

௦మ

ଶ
െ 2𝑠ሿଵ

ଶ (integration) 

ൌ 12
ଷ

ସ
  

M1 
A1 

M1 
A1 

B1 
M1 A1 

M1 
A1 

(9 marks) 
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3    |𝑥ଵ ൅ 𝑥ଶ| is maximised when both have the same sign, 
In which case |𝑥ଵ ൅ 𝑥ଶ| ൌ |𝑥ଵ| ൅ |𝑥ଶ|.   
Thus, |𝑥ଵ ൅ 𝑥ଶ| ൑ |𝑥ଵ ൅ 𝑥ଶ| 
(or by consideration of all four combinations of signs separately) 

|𝑥ଵ ൅ ⋯൅ 𝑥௡ିଵ ൅ 𝑥௡| ൑ |𝑥ଵ ൅ ⋯൅ 𝑥௡ିଵ| ൅ |𝑥௡|  
൑ ⋯  
൑ |𝑥ଵ| ൅⋯൅ |𝑥௡ିଵ| ൅ |𝑥௡| by induction 

E1 

E1 

(2 marks) 

(i)  (a)  |𝑓ሺ𝑥ሻ െ 1| ൌ |𝑎ଵ𝑥 ൅ ⋯൅ 𝑎௡ିଵ𝑥௡ିଵ ൅ 𝑥௡|  
൑ |𝑎ଵ𝑥| ൅⋯൅ |𝑎௡ିଵ𝑥௡ିଵ| ൅ |𝑥௡|  
ൌ |𝑎ଵ||𝑥| ൅⋯൅ |𝑎௡ିଵ||𝑥|௡ିଵ ൅ |𝑥|௡  
൑ 𝐴ሺ|𝑥| ൅⋯൅ |𝑥|௡ିଵሻ ൅ |𝑥|௡  
൑ 𝐴ሺ|𝑥| ൅⋯൅ |𝑥|௡ିଵ ൅ |𝑥|௡ሻ (justified) 

ൌ 𝐴
|௫|ሺଵି|௫|೙ሻ

ଵି|௫|

൑ 𝐴
|௫|

ଵି|௫|
 (justified) 

M1 
M1 
M1 
M1 
M1 

A1 (AG) 

(6 marks) 

(b)  1 ൑
஺|ఠ|

ଵି|ఠ|
  using 𝑓ሺ𝜔ሻ ൌ 0 

1 ൑ ሺ𝐴 ൅ 1ሻ|𝜔| (with sign of 1 െ |𝜔| justified) 

𝐴 ൅ 1 ൒ 1 ൒ |𝑤|  

M1 

A1 (AG) 

B1 (AG) 

(3 marks) 

(c)  If |𝜔| ൐ 1, 

0 ൌ 𝜔௡𝑓 ቀ
ଵ

ఠ
ቁ  

ൌ 1 ൅ 𝑎௡ିଵ𝜔 ൅⋯൅ 𝑎ଵ𝜔௡ିଵ ൅ 𝜔௡  
Inequalities continue to hold since |𝑎௜| ൑ 𝐴 

If |𝜔| ൌ 1, then 1 ൅ 𝐴 ൒ 1 ൒
ଵ

ଵା஺
 since 𝐴 ൐ 0 

M1 

E1 

E1 

(3 marks) 

(ii)    𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ହ െ 𝑥ସ െ
ଵ଴଴

ଵଷହ
𝑥ଷ െ

ଽଵ

ଵଷହ
𝑥ଶ െ

ଵଶ଺

ଵଷହ
𝑥 ൅ 1  

Use 𝐴 ൌ 1. 
Integer roots with 

ଵ

ଶ
൑ |𝜔| ൑ 2 could only be േ1 or േ2 

𝑓ሺേ2ሻ ് 0 because numerator is odd (or any valid justification)  

𝑓ሺ1ሻ ൌ െ
ଵ଼ଶ

ଵଷହ
് 0  

𝑓ሺ1ሻ ൌ  0  

𝑥 ൌ 1 is the only integer root. 

B1 
M1 
M1 

E1 
A1 

A1 

(6 marks) 
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4  (i)    sin
గ

ଽ
cos

గ

ଽ
cos

ଶగ

ଽ
cos

ସగ

ଽ
  

ൌ
ଵ

ଶ
sin

ଶగ

ଽ
cos

ଶగ

ଽ
cos

ସగ

ଽ
  

ൌ
ଵ

଼
sin

଼గ

ଽ
  

ൌ
ଵ

଼
sin

గ

ଽ
  (use of sinሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൌ sin ሺ𝑥ሻ) 

cos
గ

ଽ
cos

ଶగ

ଽ
cos

ସగ

ଽ
ൌ

ଵ

଼
  

B1 
M1 

M1 

A1 

(4 marks) 

(ii)   
sin ቀ

𝑥
2௡
ቁෑ cos ቀ

𝑥
2௞
ቁ

௡

௞ୀ଴

 

ൌ
1
2

sin ቀ
𝑥

2௡ିଵ
ቁෑ cos ቀ

𝑥
2௞
ቁ

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

ൌ ⋯ (convincing use of induction or repeated application) 

ൌ
ୱ୧୬ሺଶ௫ሻ

ଶ೙శభ
 (induction end point correct) 

ෑ cos ቀ
𝑥

2௞
ቁ

௡

௞ୀ଴

ൌ
sinሺ2𝑥ሻ

2௡ାଵ sin ቀ
𝑥

2௡ቁ

෍ log ቀ𝑐𝑜𝑠 ቀ
𝑥

2௞
ቁቁ

௡

௞ୀ଴

ൌ logሺsinሺ2𝑥ሻሻ െ log ቀ𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝑥

2௡
ቁቁ െ logሺ2௡ାଵሻ 

෍
1

2௞
tan ቀ

𝑥
2௞
ቁ

௡

௞ୀ଴

ൌ െ2 cotሺ2𝑥ሻ ൅
1

2௡
cot ቀ

𝑥
2௡
ቁ 

(justified with differentiation) 

B1 

M1 

E1 

A1 

M1 (diff) 

M1 
(division) 

A1 (AG) 

(7 marks) 

(iii)    B1 – switch to product starting at 0 
M1 – set up as limiting case of product to n 
M1 – apply small angle for sin 
A1 – correct answer 

ෑ cos ቀ
𝑥

2௞
ቁ

௡

௞ୀଵ

ൌ
sinሺ2𝑥ሻ

2௡ାଵ sin ቀ
𝑥

2௡ቁ cos ሺ𝑥ሻ

ൌ
2 sinሺ𝑥ሻ

2௡ାଵ sin ቀ
𝑥

2௡ቁ

~
sinሺ𝑥ሻ

2௡ ൈ ቀ
𝑥

2௡ቁ

ൌ
sinሺ𝑥ሻ

𝑥

M1 

M1 

M1 

A1 (AG) 
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෍
1

2௝ିଶ
tan ቀ

𝜋
2௝
ቁ

௡

௝ୀଶ

 

ൌ ෍
1

2௞
tan ൬

𝜋/4
2௞

൰

௡

௞ୀ଴

 

ൌ lim
௡→ஶ

൬
1

2௡
cot ൬

𝜋/4
2௡

൰ െ 2 cot ቀ
𝜋
2
ቁ൰ 

ൌ lim
௡→ஶ

൮
1

2௡ tan ൬
𝜋/4
2௡ ൰

൲ 

ൌ lim
௡→ஶ

൮
1

2௡ ൬
𝜋/4
2௡ ൰

൲ 

ൌ
4
𝜋

M1 

M1 

M1 

M1 

A1 

(9 marks) 
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5  (i)    Constant iff 𝑎 ൌ 𝑓ሺ𝑎ሻ  
⇔ 𝑎 ൌ 𝑝 ൅ ሺ𝑎 െ 𝑝ሻ𝑎  
⇔ 0 ൌ ሺ𝑎 െ 𝑝ሻሺ𝑎 െ 1ሻ  
⇔ 𝑎 ൌ 𝑝 or 𝑎 ൌ 1. 

Period 2 
⇔ 𝑎 ൌ 𝑓ሺ𝑓ሺ𝑎ሻሻ  
⇔ 0 ൌ ሺ𝑎 െ 𝑝ሻሺെ1 ൅ 2𝑎𝑝 െ 𝑝𝑎ଶ ൅ 𝑎ଷሻ (factorisation) 
⇔ 0 ൌ ሺ𝑎 െ 𝑝ሻሺ𝑎 െ 1ሻሺ𝑎ଶ ൅ ሺ1 െ 𝑝ሻ𝑎 ൅ 1ሻ  

If 𝑎 ൌ 𝑝 or 𝑎 ൌ 1, then sequence is constant. 
The quadratic has solutions when ሺ𝑝 െ 1ሻଶ ൒ 4. 
If ሺ𝑝 െ 1ሻଶ ൐ 4, i.e. 𝑝 ൐ 3 or 𝑝 ൏ െ1, the solutions are distinct. 
They are not both 1,𝑝 since the sum of the roots is 𝑝 െ 1 ് 𝑝 ൅ 1 
So for 𝑝 ൐ 3 or 𝑝 ൏ െ1, one of the roots of the quadratic gives a 
sequence of period 2. 

If 𝑝 ൌ 3, 𝑎 ൌ 1 so not period 2.  
If 𝑝 ൌ െ1, 𝑎 ൌ െ1 ൌ 𝑝 so not period 2.  

M1 

M1 
A1 

M1 
M1 
A1 

B1 
M1 

E1 
E1 (AG) 

B1 
B1 

(12 marks) 

(ii)    No value of 𝑎 for which the sequence is constant  
⇔ 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑎 has no solution 
⇔ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൐ 𝑥 or 𝑓ሺ𝑥ሻ ൏ 𝑥 for all 𝑥 

But 𝑓ሺ𝑥ሻ ൐ 𝑥 for large 𝑥.   
So cannot have 𝑓ሺ𝑥ሻ ൏ 𝑥 for all 𝑥. 

If no value of a for which sequence constant, 
then 𝑓ሺ𝑥ሻ ൐ 𝑥 for all 𝑥 
So 𝑓൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ ൐ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൐ 𝑥 for all 𝑥 
And hence no solution to 𝑓൫𝑓ሺ𝑎ሻ൯ ൌ 𝑎. 

Setting 𝑝 ൌ 𝑞, gives (i). 
Then if െ1 ൑ 𝑝 ൑ 3, there is no period 2 sequence but a constant 
sequence exists. 

E1 () 
E1 () 

E1 

E1 
E1 
E1 

E1 
E1 

(8 marks) 
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6  (i)    If 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑐, 
Then the differential equation becomes 
𝑚 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑐 ൅ 𝑥 ൅ 1  
𝑚 ൌ െ1, 𝑐 ൌ െ2  
𝑦 ൌ െ𝑥 െ 2  

ௗ௬

ௗ௫
ൌ 0 ⇒ 𝑦 ൅ 𝑥 ൅ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑦 ൌ െ𝑥 െ 1  

𝑦 ൌ 𝑦ଷሺ𝑥ሻ cannot cross the line 𝑦 ൌ െ𝑥 െ 2. 
So if 𝑦ଷሺ0ሻ ൏ െ2, it cannot reach the line 𝑦 ൌ െ𝑥 െ 1 and hence has 
no stationary points. 

At a stationary point, 
ௗమ௬

ௗ௫మ
ൌ

ௗ௬

ௗ௫
൅ 1 ൌ 𝑦 ൅ 𝑥 ൅ 2 ൌ 1 ൐ 0 so minimum 

M1 

A1 

E1 (AG) 

E1 

E1 

ௗ௒

ௗ௫
ൌ 𝑌 ൅ 2   M1 

log ሺ𝑌 ൅ 2ሻ ൌ 𝑥 ൅ 𝑐  
𝑌 ൌ െ2 ൅ 𝐴𝑒௫   
𝑦 ൌ െ𝑥 െ 2 ൅ 𝐴𝑒௫  

𝑦ሺ0ሻ ൌ 0 ⇒ 𝐴 ൌ 2  
𝑦ሺ0ሻ ൌ െ3 ⇒ 𝐴 ൌ െ1 (attempt at both) 

So 𝑦 ൌ െ𝑥 െ 2 ൅ 2𝑒௫  
So 𝑦 ൌ െ𝑥 െ 2 െ 𝑒௫  (both) 

Curves tending to asymptote to the left 
Curve above line through origin tending to ∞ 
Curve below line tending to െ∞ 

M1 

A1 

M1 

G1 
G1 
G1 

(12 marks) 

(ii)    If 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑐, 
Then the differential equation becomes 
𝑚 ൌ ሺ𝑚𝑥 ൅ 𝑐ሻଶ ൅ 4ሺ𝑚𝑥 ൅ 𝑐ሻ ൅ 𝑥ଶ െ 4𝑥 െ 2𝑥ሺ𝑚𝑥 ൅ 𝑐ሻ ൅ 3  
0 ൌ ሺ𝑚ଶ െ 2𝑥 ൅ 1ሻ𝑥ଶ ൅ ሺ2𝑚𝑐 ൅ 4𝑚 െ 4 െ 2𝑐ሻ ൅ 𝑐ଶ ൅ 4𝑐 ൅ 3 െ𝑚  

From 𝑥ଶ: 𝑚 ൌ 1 
From 𝑥: 2𝑚𝑐 ൅ 4𝑚 െ 4 െ 2𝑐 ൌ 2𝑐 ൅ 4 െ 4 െ 2𝑐 ൌ 0 
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From 1: 𝑐ଶ ൅ 4𝑐 ൅ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑐 ൌ െ2 േ √2 
Any of these equations 
Correct values of 𝑚 and 𝑐 

Solutions: 𝑦 ൌ 𝑥 െ 2 േ √2  

M1 
A1 

ௗ௬

ௗ௫
ൌ ሺ𝑦 െ 𝑥ሻଶ ൅ 4ሺ𝑦 െ 𝑥ሻ ൅ 3 (writing as a function of 𝑦 െ 𝑥)  M1 

ൌ ሺ𝑦 െ 𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑦 െ 𝑥 ൅ 1ሻ  

Stationary pts: 𝑦 ൌ 𝑥 െ 1 or 𝑦 ൌ 𝑥 െ 3 

Between these lines the gradient is negative. (Correctly justified) 

So stationary points on 𝑦 ൌ 𝑥 െ 1 are maxima and stationary on  
𝑦 ൌ 𝑥 െ 3 are minima. 

Curve does not intersect other solutions 
Curve has stationary points on correct lines 

A1 

A1 

A1 

G1 
G1 

(8 marks) 
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7  (i)    𝒂 ⋅ ሺ𝒂 ൅ 𝒃 ൅ 𝒄ሻ ൌ 0  
𝒂 ⋅ 𝒃 ൅ 𝒂 ⋅ 𝒄 ൌ െ1 and cyclic permutations 

𝒂 ⋅ 𝒃 ൌ െ
ଵ

ଶ
 legitimately obtained 

M1 
M1 
A1 

cos𝜃 ൌ െ
ଵ

ଶ
  where 𝜃 is the angle between 𝒂 and 𝒃 

𝜃 ൌ 120°  
Similarly, the angle between 𝒂 and 𝒃 is 120°. 
Justification of equilateral triangle by sketch or otherwise 
ABC is equilateral 

M1 
A1 
M1 
M1 
A1 

(8 marks) 

(ii)    𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟐 ൅ 𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟑 ൅ 𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟒 ൌ െ1 and cyclic permutations  
Linear combination of these equations 
𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟐 ൌ 𝒂𝟑 ⋅ 𝒂𝟒 (legitimately obtained) 

M1 
M1 
A1 (AG) 

(3 marks) 

(a)  Angles ∠𝐴ଵ𝑂𝐴ଶ ൌ ∠𝐴ଷ𝑂𝐴ସ 
By symmetry, ∠𝐴ଶ𝑂𝐴ଷ ൌ ∠𝐴ସ𝑂𝐴ଵ 
The 𝒂𝒊 are distinct and unit length so no angles are zero (accept 
justification by sketch) 
𝐴ଵ𝐴ଶ𝐴ଷ𝐴ସ is a rectangle 

M1 

M1 

A1 

(3 marks) 

(b)  ሺ𝐴ଵ𝐴ଶሻଶ ൌ ሺ𝒂𝟏 െ 𝒂𝟐ሻଶ  
ൌ 𝒂𝟏

ଶ ൅ 𝒂𝟏
ଶ െ 2𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟐  

ൌ 2 െ 2𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟐  
By symmetry, 𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟐 ൌ 𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟑 ൌ 𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟒 

So 𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟐 ൌ െ
𝟏

𝟑
 

So ሺ𝐴ଵ𝐴ଶሻଶ ൌ
଼

ଷ

𝐴ଵ𝐴ଶ ൌ
ଶ√ଶ

√ଷ

M1 
M1 
M1 
A1 
M1 

A1 

(6 marks) 
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8  (i)    𝑓ሺ𝑴ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑴𝑰ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑴ሻ𝑓ሺ𝑰ሻ  
⇒ 𝑓ሺ𝑰ሻ ൌ 1 since 𝑓ሺ𝑴ሻ ് 0

M1 
A1 (AG) 

(2 marks) 

(ii)    𝑓ሺ𝐽ሻଶ ൌ 𝑓ሺ𝐽ଶሻ  
ൌ 𝑓ሺ𝐼ሻ ൌ 1  
⇒ 𝑓ሺ𝐽ሻ ൌ െ1 since 𝑓ሺ𝐽ሻ ് 1

𝑓 ቆቀ𝑐 𝑑
𝑎 𝑏

ቁቇ ൌ 𝑓 ቆቀ0 1
1 0

ቁ ቀ𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁቇ  

ൌ െ𝑓 ቆቀ𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁቇ  legitimately obtained 

𝑓 ቆቀ𝑑 𝑐
𝑏 𝑎

ቁቇ ൌ 𝑓 ቆቀ𝑐 𝑑
𝑎 𝑏

ቁ ቀ0 1
1 0

ቁቇ  

ൌ െ𝑓 ቆቀ𝑐 𝑑
𝑎 𝑏

ቁቇ  legitimately obtained 

M1 
M1 
A1 

M1 

A1 (AG) 

M1 

A1 (AG) 

(7 marks) 

(iii)    Using first equality in previous part (or otherwise correctly justified) 

𝑓 ቆቀ𝑎 𝑏
𝑎 𝑏

ቁቇ ൌ െ𝑓 ቆቀ𝑎 𝑏
𝑎 𝑏

ቁቇ  

𝑓 ቆቀ𝑎 𝑏
𝑎 𝑏

ቁቇ ൌ 0  

𝑓 ቆቀ 𝑎 𝑏
𝑘𝑎 𝑘𝑏

ቁቇ ൌ 𝑓 ቆ𝑲ቀ𝑎 𝑏
𝑎 𝑏

ቁቇ  

ൌ 0  

M1 

M1 

M1 

A1 (AG) 

(4 marks) 

(iv)    𝑲ିଵ𝑷𝑲 ൌ ቀ1 𝑘
0 1

ቁ

𝑓ሺ𝑲ሻ𝑓ሺ𝑲ିଵሻ ൌ 𝐹ሺ𝑰ሻ ൌ 1 ⇒ 𝑓ሺ𝑲ିଵሻ ൌ 𝑓ሺ𝑲ሻିଵ  

𝑓ሺ𝑲ିଵ𝑷𝑲ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑲ିଵሻ𝑓ሺ𝑷𝑲ሻ (must use two stages) 
ൌ 𝑓ሺ𝑲ିଵሻ𝑓ሺ𝑷ሻ𝑓ሺ𝑲ሻ  
ൌ 𝑓ሺ𝑷ሻ  

𝑷ଶ ൌ ቀ1 2
0 1

ቁ  

𝑓ሺ𝑷ଶሻ ൌ 𝑓ሺ𝑷ሻ ⇒ 𝑓ሺ𝑷ሻ ൌ 0 or 1 
𝑷ି𝟏 exists so  𝑓ሺ𝑷ሻ𝑓ሺ𝑷ିଵሻ ൌ 1 ⇒ 𝑓ሺ𝑷ሻ ് 0 

B1 

M1 

M1 

A1 (AG)? 

B1 

M1 
A1 

(7 marks) 
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9  (i)   
𝒓 ൌ ቆ

𝑢𝑡 cos𝛼
𝑢𝑡 sin𝛼 െ

ଵ

ଶ
𝑔𝑡ଶቇ

𝒓ଶ ൌ 𝑢ଶ𝑡ଶ cosଶ 𝛼 ൅ 𝑢ଶ𝑡ଶ sinଶ 𝛼 െ 𝑢𝑔𝑡ଷ sin𝛼 ൅
ଵ

ସ
𝑔ଶ𝑡ସ  

ൌ 𝑢ଶ𝑡ଶ െ 𝑢𝑔𝑡ଷ sin𝛼 ൅
ଵ

ସ
𝑔ଶ𝑡ସ  

ௗ

ௗ௧
ሺ𝒓ଶሻ ൌ 2𝑢ଶ𝑡 െ 3𝑢𝑔𝑡ଶ sin𝛼 ൅ 𝑔ଶ𝑡ଷ  

ൌ 𝑡ሺ2𝑢ଶ െ 3𝑢𝑔𝑡 sin𝛼 ൅ 𝑔ଶ𝑡ଶሻ  
ൌ 𝑡ሺ2𝑢ଶ െ

ଽ

ସ
𝑢ଶ sinଶ 𝛼 ൅ ሺ𝑔𝑡 െ

ଷ

ଶ
𝑢 sin𝛼ሻଶሻ  

If sin𝛼 ൏
ଶ√ଶ

ଷ
, then 2𝑢ଶ െ

ଽ

ସ
𝑢ଶ sinଶ 𝛼 ൐ 0

and distance is always increasing. 

If sin𝛼 ൐
ଶ√ଶ

ଷ
, then distance is decreasing at 𝑡 ൌ

ଷ௨

ଶ௚
sin𝛼 

Landing occurs at 𝑡 ൌ
ଶ௨

௚
sin𝛼, which is later 

(Or imagine falls through ground.  Distance increasing while 
underground, so any decrease must be above ground) 

M1 

M1 
A1 

M1 A1 

M1 

M1 

M1 

A1 (AG) 

M1 

E1 

(11 marks) 

(ii)   
𝒓 ൌ ቆ

𝑢𝑡 cos𝛼 ൅ 𝑣𝑡
𝑢𝑡 sin𝛼 െ

ଵ

ଶ
𝑔𝑡ଶቇ

𝑃𝑄ଶ ൌ ሺ𝑢 cos𝛼 ൅ 𝑣ሻଶ𝑡ଶ ൅ 𝑢ଶ𝑡ଶ sinଶ 𝛼 െ 𝑢𝑔𝑡ଷ sin𝛼 ൅
ଵ

ସ
𝑔ଶ𝑡ସ  

ௗ

ௗ௧
ሺ𝑃𝑄ଶሻ ൌ 2𝑡ሺ𝑢 cos𝛼 ൅ 𝑣ሻଶ ൅ 2𝑢ଶ𝑡 sinଶ 𝛼 ൅ 2𝑡𝑢ଶ sinଶ 𝛼 െ

3𝑢𝑔𝑡ଶ sin𝛼 ൅ 𝑔ଶ𝑡ଷ  

ൌ 𝑡 ൬2ሺ𝑢 cos𝛼 ൅ 𝑣ሻଶ ൅ 2𝑢ଶ sinଶ 𝛼 െ
ଽ

ସ
𝑢ଶ sinଶ 𝛼 ൅ ቀ𝑔𝑡 െ

ଷ

ଶ
𝑢 sin𝛼ቁ

ଶ
൰

 ൌ 𝑡 ൬2ሺ𝑢 cos𝛼 ൅ 𝑣ሻଶ െ
ଵ

ସ
𝑢ଶ sinଶ 𝛼 ൅ ቀ𝑔𝑡 െ

ଷ

ଶ
𝑢 sin𝛼ቁ

ଶ
൰

If 2√2𝑣 ൐ ൫sin𝛼 െ 2√2 cos𝛼൯𝑢, then 8ሺ𝑢 cos𝛼 ൅ 𝑣ሻଶ ൐ 𝑢ଶ sinଶ 𝛼 
So 𝑃𝑄 is increasing for all 𝑡. 

B1 

M1 A1 

M1 

M1 

M1 A1 

M1 
A1 (AG) 

(9 marks) 
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10  (i)    Correct diagram 
Moments about A: 
𝑊𝑎 cos𝜃 ሺ1 ൅ 2𝑘ሻ ൌ 2𝑎𝑇 sin 2𝜃  
If 2𝑘 ൅ 1 ൐ 4 sin𝜃 then 
2𝑇 sin 2𝜃 ൐ 𝑊 cos𝜃 ሺ4 sin 𝜃ሻ ൌ 2𝑊 sin 2𝜃  
Since sin 2𝜃 ൐ 0, 
𝑇 ൐ 𝑊 and so the string will break. 

B2 

M1 

M1 
A1 
A1 (AG) 
(6 marks) 

(ii)    Resolving forces vertically: 
𝑅 ൌ ሺሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑊 െ 𝑇 sin𝜃ሻ  
Resolving horizontally, ring will slip if: 

𝑇 cos𝜃 ൐ 𝜇൫ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑊 െ 𝑇 sin𝜃൯ (= max value for friction)  

Moments about A: 
𝑊ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ ൌ 4𝑇 sin𝜃  

 𝜇൫ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑊 െ 𝑇 sin𝜃൯ ൌ 𝜇 ቀ
ସሺ௞ାଵሻ

ଶ௞ାଵ
െ 1ቁ 𝑇 sin𝜃 

𝜇 ቀ
ଶ௞ାଷ

ଶ௞ାଵ
ቁ 𝑇 sin𝜃  

If 2𝑘 ൅ 1 ൐ ሺ2𝑘 ൅ 3ሻ𝜇 tan 𝜃, then 𝜇 ቀ
ଶ௞ାଷ

ଶ௞ାଵ
ቁ sin𝜃 ൏ cos 𝜃 

So the ring will slip. 

M1 

M1 

M1  

A1 

M1 
A1 (AG) 

(6 marks) 

(iii)    Attempt to solve breaking inequality for 𝑘 

Breaks at 𝑘 ൌ
ସୱ୧୬ఏିଵ

ଶ
 

Attempt to solve slipping inequality for 𝑘 

Slips at 𝑘 ൌ ଷఓ ୲ୟ୬ఏିଵ

ଶሺଵିఓ ୲ୟ୬ఏሻ

If ring slips before it breaks: 
ଷఓ ୲ୟ୬ఏିଵ

ଶሺଵିఓ ୲ୟ୬ఏሻ
൏

ସୱ୧୬ఏିଵ

ଶ
 (for A1, do not allow >) 

Confirming that inequality is being multiplied by a positive quantity. 

3𝜇 tan 𝜃 െ 1 ൏ 4 sin𝜃 െ 1  

𝜇 ൏
ଶୡ୭ୱఏ

ଶ ୱ୧୬ఏାଵ

M1 
A1 

B1 

M1 A1 

E1 

M1 A1 
(AG) 

(8 marks) 
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11  (i)    In both cases, award the M mark if all possible values of 𝑛ଶ for at 
least 3 values of 𝑛ଵ are identified. 
𝒏𝟑 ൌ 𝟗  
𝑛ଵ ൌ 1;𝑛ଶ has no options  
𝑛ଵ ൌ 2;𝑛ଶ ൌ 8  
𝑛ଵ ൌ 3;𝑛ଶ ൌ 8, 7  
𝑛ଵ ൌ 4;𝑛ଶ ൌ 8, 7, 6  
𝑛ଵ ൌ 5;𝑛ଶ ൌ 8, 7, 6  
𝑛ଵ ൌ 6;𝑛ଶ ൌ 8, 7  
𝑛ଵ ൌ 7;𝑛ଶ ൌ 8  
𝑛ଵ ൌ 8;𝑛ଶ has no options  

Total ൌ  ሺ1 ൅ 2 ൅ 3ሻ ൈ 2 ൌ 12  

𝒏𝟑 ൌ 𝟏𝟎  
𝑛ଵ ൌ 1;𝑛ଶ has no options  
𝑛ଵ ൌ 2;𝑛ଶ ൌ 9  
𝑛ଵ ൌ 3;𝑛ଶ ൌ 9, 8  
𝑛ଵ ൌ 4;𝑛ଶ ൌ 9, 8, 7  
𝑛ଵ ൌ 5;𝑛ଶ ൌ 9, 8, 7, 6  
𝑛ଵ ൌ 6;𝑛ଶ ൌ 9, 8, 7  
𝑛ଵ ൌ 7;𝑛ଶ ൌ 9, 8  
𝑛ଵ ൌ 8;𝑛ଶ ൌ 9  
𝑛ଵ ൌ 0;𝑛ଶ has no options  

Total ൌ  ሺ1 ൅ 2 ൅ 3 ൅ 4ሻ ൈ 2 െ 4 ൌ 16  

𝒏𝟑 ൌ 𝟐𝒏 ൅ 𝟏  
Total ways ൌ ൫1 ൅⋯൅ ሺ𝑛 െ 1ሻ൯ ൈ 2 (method mark may be 

implicit) 
ൌ ሺ𝑛 െ 1ሻ𝑛  

𝒏𝟑 ൌ 𝟐𝒏  
Total ways ൌ ൫1 ൅⋯൅ ሺ𝑛 െ 1ሻ൯ ൈ 2 െ ሺ𝑛 െ 1ሻ (method mark may 

be implicit) 
ൌ ሺ𝑛 െ 1ሻଶ  

M1 

M1 

A1 (both 
totals 
correct)  

M1 
A1 

M1 

A1 

(7 marks) 

(ii)    Total number of pairs is 

൫ேିଵଶ ൯ ൌ
ଵ

ଶ
ሺ𝑁 െ 1ሻሺ𝑁 െ 2ሻ  

Justification for using first part of question 

𝑵 ൌ 𝟐𝒏 ൅ 𝟏  

Prob ൌ
ሺ௡ିଵሻ௡

భ
మ
ሺଶ௡ሻሺଶ௡ିଵሻ

ൌ
௡ିଵ

ଶ௡ିଵ

𝑵 ൌ 𝟐𝒏  

Prob ൌ
ሺ௡ିଵሻమ

భ
మ
ሺଶ௡ିଵሻሺଶ௡ିଶሻ

ൌ
௡ିଵ

ଶ௡ିଵ

M1 

B1 

A1 (AG) 

A1 

(4 marks) 
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(iii)   
Prob ൌ ෍

𝑛 െ 1
2𝑛 െ 1

ெ

௡ୀଵ

ൈ ℙሺlargest rod is 2𝑛 ൅ 1ሻ ൅෍
𝑛 െ 1

2𝑛 െ 1

ெ

௡ୀଵ
ൈ ℙሺlargest rod is 2𝑛ሻ 

ൌ ෍
𝑛 െ 1

2𝑛 െ 1

ெ

௡ୀଵ

ቆ
൫ଶ௡ଶ ൯

൫ଶெାଵଷ ൯
൅
൫ଶ௡ିଵଶ ൯

൫ଶெାଵଷ ൯
ቇ 

ൌ
6

ሺ2𝑀 ൅ 1ሻሺ2𝑀ሻሺ2𝑀 െ 1ሻ

⋅
1
2
෍

𝑛െ 1
2𝑛 െ 1

ሺ2𝑛ሺ2𝑛 െ 1ሻ ൅ ሺ2𝑛 െ 1ሻሺ2𝑛 െ 2ሻሻ
ெ

௡ୀଵ

 

(Use of formula for binomial coefficients with factorials cancelled)  

ൌ
3

𝑀ሺ2𝑀 ൅ 1ሻሺ2𝑀 െ 1ሻ
෍ሺ𝑛 െ 1ሻ
ெ

௡ୀଵ

ሺ2𝑛 െ 1ሻ 

Use of ∑ 𝑘ଶ௄
ଵ ൌ

ଵ

଺
𝐾ሺ𝐾 ൅ 1ሻሺ2𝐾 ൅ 1ሻ to simplify above 

ൌ
3

𝑀ሺ2𝑀 ൅ 1ሻሺ2𝑀 െ 1ሻ
൬

1
3
𝑀ሺ𝑀 ൅ 1ሻሺ2𝑀 ൅ 1ሻ െ 3 ൈ

1
2
𝑀ሺ𝑀 ൅ 1ሻ

൅ 𝑀൰ 

ൌ
1

2ሺ2𝑀 ൅ 1ሻሺ2𝑀 െ 1ሻ
ሺ4𝑀ଶ െ 3𝑀 െ 1ሻ 

ൌ
ሺ4𝑀 ൅ 1ሻሺ𝑀 െ 1ሻ

2ሺ2𝑀 ൅ 1ሻሺ2𝑀 െ 1ሻ
 

M1 A1 (ft) 

M1 A1 

M1 

M1 

M1 

M1 A1 

(9 marks) 
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12  (i)    𝜇 ൌ ׬ 𝑛𝑥௡
ଵ
଴ 𝑑𝑥 ൌ

௡

௡ାଵ

𝔼ሺ𝑋ଶሻ ൌ ׬ 𝑛𝑥௡ାଵ
ଵ
଴ 𝑑𝑥 ൌ

௡

௡ାଶ

𝜎ଶ ൌ
௡

௡ାଶ
െ ቀ

௡

௡ାଵ
ቁ
ଶ
ൌ

௡

ሺ௡ାଵሻమሺ௡ାଶሻ

M1 A1 

M1 

M1 A1 
(AG) 

(5 marks) 

(ii)    LQ ൌ
ଵ

ଶ
, UQ ൌ √ଷ

ଶ
  

IQR ൌ √ଷିଵ

ଶ
  

2𝜎 ൌ √ଶ

ଷ
  

Squaring IQR and 2𝜎 

Comparing √3 with a rational number… 
…by squaring both sides 

Argument correct 

M1 

A1 

B1 

M1 

M1 
M1 

A1 

(7 marks) 

(iii)   
ሺ1 ൅ 𝑥ሻ௡ ൌ 1 ൅ 𝑛𝑥 ൅

𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ

2
𝑥ଶ ൅ ⋯ 

൅
𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ⋯ ሺ𝑛 െ 𝑘 ൅ 1ሻ

𝑘!
𝑥௞ ൅ ⋯ 

LQ ൌ ቀ
ଵ

ସ
ቁ
ଵ/௡

 and Median ൌ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ
ଵ/୬

ቀ
ଵ

ఓ
ቁ
௡
ൌ ቀ1 ൅

ଵ

௡
ቁ
௡
൐ 1 ൅ 𝑛 ቀ

ଵ

௡
ቁ ൌ 2  

So 𝜇 ൏ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ
ଵ/௡

൬
1
𝜇
൰
௡

ൌ ൬1 ൅
1
𝑛
൰
௡

൏ 1 ൅ 𝑛 ൬
1
𝑛
൰ ൅

𝑛ଶ

2!
൬

1
𝑛
൰
ଶ

൅ ⋯൅
𝑛௞

𝑘!
൬

1
𝑛
൰
௞

൅ ⋯ 

൏ 1 ൅
1
1!
൅

1
2!
൅⋯൅

1
𝑘!
൅⋯ 

൏ 4 

So 𝜇 ൐ ቀ
ଵ

ସ
ቁ
ଵ/௡

A1 

A1 

B1 

M1 

A1 

M1 

M1 

A1 

(8 marks) 
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